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Resumen

Titulo: La ley del grupo para curvas cibicas (es decir, curvas
algebrdicas del grado 3).

Resumen: Describiremos como una curva ctbica tiene una ley del
grupo. Veremos la ley desde tres perspectivas: geométricamente,
algebraicamente y topoldgicamente.



Curvas y lineas
Una linea se encuentra con una curva algebrdica del grado d en d
puntos, contado con multiplicidad (e incluyendo puntos del
infinito). Por ejemplo, lineas son curvas del grado 1, y dos lineas se
encuentran en un solo punto 4
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incluso si son paralelas (donde el punto estd en el infinito).



Mas curvas y lineas
Ahora, considera las cénicas (es decir, curvas del grado 2). Cuando
una linea se encuentra con una cdnica, podemos tener dos puntos

de multiplicidad 1, o un punto de multiplicidad 2:
A

No vemos los puntos de interseccion de la cdnica con la linea punteada,
porque sus coordenadas son complejas.



Una ley de un grupo
Recuerda qué es una ley de un grupo G: es una regla que, dado
dos elementos a, b € G, nos da un elemento tercero c = ax b € G;
pues, es una mapa G x G — G. Consideremos una curva ctibica C,
por ejemplo y = x3 — x; C tiene un punto de inflexién, e:
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iQué es p ® p?

Se usa la linea tangente a la curva al punto p (asi, p = q):




e es el elemento de identidad del grupo: pe=p




Los inversos aditivos
Los puntos situados simétricamente con respecto a e son inversos:




Consideremos la ley algebrdicamente en este caso
Dado un punto p, denotamos las coordenadas como asi: p = (p1, p2).

iDado puntos p = (p1,p2) y ¢ = (g1, g2) de C, cuales son las
coordenadas de r = (r1, ) y s = (s1,s2)? Sabemos que r» = f(r1)
y s, = f(s1), asi necesitamos encontrar los valores de r; y sj.

Sabemos la equacién de la linea roja,

y = ﬁ(x — p1) + p2, yladelacibica,

y = x3 — x; asi tenemos que resolver

X3 = x = B8 (x — py) 4 py.

Esta simplifica y factoriza asi:
(x=p1)(x—q1)(x+p1+q1) = 0;
pues n =—p1—q1y
S=p1+q.

Desde el perspectivo de las
coordenadas de x, la ley es

suma ordinaria: (p®q)1 = p1+4gi1!



La ley geométrica funciona en general
Aqui C es definida por y? = x3 — 3x + 3.
Como antes, la identidad es dado por un punto de inflexién (la
linea tangente punteada nos indica que el punto denotado e es, de
hecho, un punto de inflexién). Ahora, encontramos p & q.




Esta ley del grupo funciona sobre los niimeros complejos.

Topoldgicamente, las soluciones de y? = x3 — 3x + 3 sobre los
nimeros complejos es St x S*:

Aqui, S! es el conjunto de niimeros complejos de norma 1; asi
1 i0 .
St ={re":r=1,0 € R}.
Por supuesto, St as un grupo, usando multiplicacién complejo:
e 5 @b — gi(a+b)
Dado grupos G y H, entonces G x H es un grupo, usando

multiplicacién por componentes. Por eso, S! x S! es un grupo
también.

Nuestra ley del grupo es la misma como estal



